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Abstrak. Menemukan determinan dan nilai eigen matriks terstruktur sangat penting untuk analisis numerik,
terutama untuk matriks dengan pola tertentu seperti FLScirc, (Factor L Structured Circulant) dan Vandermonde.
Tujuan penelitian ini adalah untuk mengevaluasi efisiensi tiga teknik condensation yakni metode Dodgson s, CHIO,
dan Salihu dalam menentukan determinan matriks terstruktur dan mengestimasi nilai eigennya dengan
mengintegrasikan metode Newton-Raphson yang dimodifikasi. Akurasi temuan, kuantitas operasi komputasi, dan
stabilitas numerik digunakan untuk mengevaluasi ketiga teknik condensation. Temuan ini menunjukkan bahwa
meskipun pendekatan Dodgson s lebih efektif untuk matriks berukuran sedang, metode CHIO menawarkan kinerja
konsisten terbaik pada matriks berukuran besar. Di sisi lain, pendekatan Salihu sensitif terhadap kesalahan
pembulatan tetapi menghasilkan hasil yang baik pada matriks dengan elemen berulang. Pada kedua jenis matriks
yang diteliti, integrasi Newton-Raphson secara efektif menghasilkan estimasi nilai eigen yang konvergen dengan
cepat. Secara keseluruhan, kombinasi metode condensation dan Newton-Raphson dapat menjadi pendekatan
numerik yang efektif untuk analisis matriks berstruktur.

PENDAHULUAN

Kajian terhadap matriks khusus terus berkembang seiring meningkatnya kebutuhan komputasi dalam berbagai
disiplin ilmu. Matriks yang memiliki pola terstruktur sering muncul pada pemodelan matematis, perhitungan
numerik, analisis sistem dinamis, hingga aplikasi berbasis algoritma. Sifat-sifat khas pada matriks tersebut
menawarkan kemudahan dalam proses manipulasi, namun sekaligus menghadirkan tantangan dalam menentukan
nilai determinan dan nilai eigen secara efisien serta stabil. Kemampuan memperoleh kedua nilai tersebut menjadi
aspek penting karena berkaitan langsung dengan solvabilitas sistem, kestabilan model, dan interpretasi perilaku
matematis dari suatu permasalahan.

Strategi alternatif yang bertujuan untuk menyederhanakan komputasi determinan adalah metode condensation.
Penentuan determinan yang lebih cepat dimungkinkan dengan memperkecil ukuran matriks secara progresif
hingga hanya tersisa bentuk dasar. Tergantung pada jenis matriks yang diperiksa, sejumlah variasi metode
condensation, termasuk metode Dodgson s, metode CHIO, dan metode Salihu, menampilkan berbagai properti
komputasi. Perbandingan antara pendekatan-pendekatan ini relevan, terutama ketika diterapkan pada matriks yang
tidak umum, karena variasi pola pivot, sensitivitas terhadap elemen nol, dan kapasitas untuk mempertahankan
stabilitas numerik.

Meskipun struktur elemen matriks memiliki sensitivitas intrinsik, penentuan nilai eigen suatu matriks tertentu
memerlukan metode yang dapat menghasilkan temuan yang presisi. Karena konvergensinya yang cepat, metode
iteratif seperti Newton-Raphson sering digunakan. Proses evaluasi karakteristik matriks yang lebih menyeluruh
dapat dibuat dengan menggabungkan metode ini dengan keluaran proses condensation.

Pembahasan mengenai efektivitas metode condensation dalam konteks matriks khusus yaitu FLScirc, (Factor
L Structured Circulant) dan Vandermonde masih relatif terbatas. Setiap metode memiliki potensi keunggulan
maupun keterbatasan ketika dihadapkan pada pola matriks tertentu. Analisis terhadap akurasi perhitungan,
stabilitas numerik, dan jumlah operasi komputasi menjadi aspek penting untuk menilai performa metode tersebut.
Penelitian ini disusun sebagai upaya memberikan gambaran menyeluruh mengenai kinerja metode condensation
dalam menentukan determinan serta mengaitkannya dengan proses estimasi nilai eigen melalui pendekatan
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Newton—Raphson. Hasil kajian diharapkan dapat memberikan kontribusi terhadap pengembangan teknik
komputasi yang lebih efisien dan adaptif pada berbagai jenis matriks khusus.

METODE PENELITIAN

Penelitian ini menggunakan pendekatan kuantitatif berbasis komputasi numerik yang diarahkan pada evaluasi
efektivitas tiga metode condensation, yaitu Dodgson s, CHIO, dan Salihu, dalam menentukan determinan serta
mendukung proses estimasi nilai eigen matriks khusus. Objek penelitian terdiri atas matriks FLScirc, (Factor L
Structured Circulant) dan Vandermonde berordo 4 X 4 dan 5 X 5 yang dibentuk melalui definisi matematis
sehingga pola elemennya konsisten. Setiap metode condensation diimplementasikan secara terpisah melalui
algoritma yang dirancang berdasarkan aturan reduksi masing-masing teknik, kemudian diuji menggunakan Python
dan MATLAB untuk memperoleh nilai determinan, jumlah operasi komputasi, dan waktu proses. Estimasi nilai
eigen diperoleh melalui modifikasi Newton-Raphson yang memanfaatkan polinomial karakteristik dari matriks
uji. Hasil komputasi dianalisis melalui perbandingan akurasi, kestabilan numerik, galat relatif, serta kecepatan
konvergensi sehingga keunggulan dan keterbatasan setiap metode dapat terlihat secara objektif dalam konteks
matriks khusus yang digunakan.

METODE DODGSON’S CONDENSATION

Metode Dodgson s Condensation adalah suatu metode yang digunakan untuk menghitung determinan dari
suatu matriks yang ditemukan oleh Lewis Carroll(Protacio, 2023). Metode Dodgson s Condensation atau metode
kontraktan merupakan metode menghitung determinan matriks persegi. Namun dalam kasus matriks n X n dapat
membuat matriks (n — 1) X (n — 1) matriks, maka sebuah (n — 2) X (n — 2), dan seterusnya, diakhiri dengan
matriks 1 X 1, yang mempunyai satu entri, yaitu determinan matriks asal.

Misalkan a adalah suatu matriks n X n yang akan diberikan. Maka susunlah a sehingga tidak ada angka nol
didalam matriksnya. Dengan demikian dapat dikatakan bahwa definisi eksplisit interior adalah V A; ;| i,j # 1,
dimana n dapat menggunakan operasi apapun yang biasanya dapat dilakukan tanpa mengubah nlai determinannya.
Pada matriks (n — 1) X (n — 1), yang terdiri dari determinan untuk setiap 2 X 2 maka submatriks dari a secara
ekplisit adalah:

b, = b; ; bijs1

bivr Bios (1
i+1,j i+1,j+1
Dengan menggunakan matriks (n — 1) X (n — 1) maka akan diperoleh matriks (n — 1) X (n — 1) maka a:

by bijn
* " [@iv1j41 2)

Cij =
’ bi+1,j bi+1,j+1

METODE CHIO CONDENSATION

Metode CHIO Condensation ialah metode yang menentukan nilai determinan yang memiliki ordo n X n yaitu
dengan cara mengcondensationkan atau kata lainnya menyusutkan ordo determinan matriks n X n menjadi
determinan matriks (n — 1) X (n — 1) (Novia Rahma et al., 2019). Maka didapat matriks:

METODE SALIHU CONDENSATION

Metode salihu ditemukan oleh Armend Salihu. Metode salihu dihasilkan berdasarkan pada metode
Dodgson’s dan metode CHIO. Sebelum pembahasan lebih lanjut, akan diperkenal beberapa istilah yang
berkaitan dengan metode Salihu (Rahma et al., 2019). Determinan interior merupakan suatu determinan yang
berorde (n — 2) X (n — 2) dari suatu matriks berorde n X n(n > 3) yang diperoleh dengan cara menghapus
baris pertama, menghapus kolom pertama, menghapus baris terakhir dan menghapus kolom terakhir. Misalkan A
adalah matriks yang berukuran 4 X 4:
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Sehingga determinan interiornya, dinotasikan dengan |B|

“4)

az, a23|

B =]
] Az, dass

Determinan unik merupakan determinan yang berorde (n— 1) X (n— 1) dari suatu matriks berorde
n X n (n = 3). Dalam metode salihu, terdapat empat buah determinan unik, yaitu |C|,|D|, |E| dan |F| diperoleh
dengan cara menghapus baris terakhir dengan kolom terakhir, menghapus baris pertama dengan kolom
terakhir, menghapus baris pertama dengan kolom terakhir dan menghapus baris pertama dengan kolom pertama.
Misalkan A adalah matriks yang berukuran 4 X 4:

Maka determinan unik:

[C] = [@21 Q22 Qa3 (5)
[D| =]Q22 Q23 Q24 (6)
|E| =|a31 asz ass (7

|F| = [as2 asz3 Qszq (3)

Setiap determinan yang berorde n X n,n = 2 dapat dereduksi menjadi determinan 2 X 2, dengan menghitung
4 buah determinan yang berordo (n — 1) X (n — 1) dan sebuah determinan yang berorde (n — 2) X (n — 2),
dengan syarat (n — 2) X (n — 2) # 0. Bentuk umum dari metode Salihu Condensation untuk menghitung
determinan matriks berorde n X n,n = 3 adalah sebagai berikut:

a11 a12 aln
az1 Az ' Gon 1 |IC] |D||
Al=|" : =—. ,IBl #0 9
ja = | 2 a-hel el 18! ©)
An1 Qpz -+ Qup

Dimana |B| adalah determinan interior yang berorde (n — 2) X (n — 2) sementara |C|,|D|, |E|dan |F| adalah
determinan unik yang berorde (n — 1) X (n — 1).

MATRIKS FLScirc, (Factor L Structured Circulant)
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Menurut Howard anton sebuah matriks adalah susunan segi empat siku-siku dari bilangan-bilangan. Bilangan-
bilangan dalam susunan tersebut dinamakan entri dalam matriks. Ukuran (ordo) suatu matriks dijelaskan dengan
menyatakan banyaknya baris (garis horisontal) dan banyaknya kolom (garis vertikal) yang terdapat dalam matriks
tersebut. Menurut Zhao Lin Jiang dan Zong Ben Au tahun 2005 (Jiang & Xu, 2005) suatu matriks bujur sangkar
dikatakan matriks FLScirc, (Factor L Structured Circulant) jika memenuhi formula pada persamaan:

Ao a; a An_o Ap_q
ran—]_ aO + an—l al .os an_3 an_z
ra,_o rap_1+a,_, ag+a,_, Ap_y Ay
A=| T e e " n (10)
ra; razt+a, ragtaz; " agtapq aq
ray ra;+a; razta; U rapqt+an_p ot an-g
Dapat ditulis dengan A = FLScirc,(ay,a4,ay, ... a,_1), dengan determinan matriksnya:
a a a a -a a
ra a a a a a
ra ra+a a a a a
A=|ra ra+a ra+a a a a (11)
ra ra+a rat+a rat+a - a a
ra ra+a ra+a rat+a - rata a

dengana # 0,a,r €R

di mana:

a = elemen dasar (konstanta atau variabel) yang digunakan untuk mengisi sebagian besar entri dalam matriks.
r = sebuah faktor skalar (konstanta real atau kompleks) yang menggandakan nilai a .

ra = hasil perkalian antara a dan r yaitura =r.a

MATRIKS VANDERMONDE

Matriks Vandermonde merupakan salah satu jenis matriks yang memiliki peranan penting dalam bidang
matematika terapan. Jika matriks Vandermonde adalah jenis matriks yang muncul pada interpolasi lagrange dan
rekonstruksi distribusi statistik dari momen distribusi. Matriks Vandermonde pertama kali diperkenalkan oleh
matematikawan Paris yang bernama AleAandre Theophile pada tahun 1700. Ia merupakan salah satu orang yang
pertama menulis tentang sifat dasar dari determinan (Seru & Wetipo, 2023). Dalam aljabar linier, matriks
Vandermonde adalah matriks dengan suku-suku barisan geometri pada setiap barisnya (m + 1) X (n + 1) bentuk
matriks-nya adalah:

1 a a3 .. af
1 a a? .. a}

V = V(ao, al, ...,am) = 1 aZ a% - a;l (12)
1 am a2 .. a,’hJ

Dengan entri V; ; = a{ , pangkat ke —j dari bilangan a;, untuk indeks yang memiliki baris nol i dan j. Namun
kebanyakan penulis mendefinisikan matriks Vandermonde sebagai transpos matriks V.
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HASIL DAN PEMBAHASAN

Pengujian tiga metode condensation menghasilkan gambaran komputasi yang berbeda ketika diterapkan pada
matriks FLScirc, (Factor L Structured Circulant) dan Vandermonde. Analisis awal menunjukkan bahwa struktur
elemen pada kedua jenis matriks memberikan pengaruh langsung terhadap stabilitas dan ketelitian proses reduksi.
Matriks FLScirc, (Factor L Structured Circulant) memiliki pola elemen yang tersusun melingkar dengan tingkat
keteraturan yang tinggi, sehingga tahapan reduksi berlangsung lebih terkendali. Matriks Vandermonde
menampilkan kecenderungan berbeda karena elemen-elemennya mengikuti pola berpangkat yang sensitif
terhadap pembulatan dan perubahan kecil pada nilai elemen. Kondisi tersebut memberikan dasar yang kuat
mengapa setiap metode memperlihatkan performa unik ketika diuji secara komputasional.

Metode CHIO mempertahankan konsistensi performanya sejak tahapan condensation pertama. Stabilitas
metode ini terlihat dari tidak munculnya nilai antara yang ekstrem serta tidak timbul elemen minor yang sangat
kecil ataupun mendekati nol. Ketelitian tersebut muncul karena struktur algoritma CHIO tidak memaksa
pembagian berulang dengan nilai yang berpotensi menjadi pivot bermasalah. Hasil perhitungan determinannya
mendekati nilai acuan dengan deviasi minimal pada hampir seluruh percobaan. Matriks 5 X 5 tetap memberikan
pola perhitungan yang stabil, menunjukkan bahwa metode CHIO mampu menangani pertumbuhan ukuran matriks
tanpa mengalami pelemahan kualitas numerik.

Metode Dodgson s memperlihatkan kekuatan dan keterbatasan yang seimbang. Keberhasilan metode ini pada
matriks FLScirc, (Factor L Structured Circulant) berukuran kecil menunjukkan bahwa proses condensation
berjalan baik selama elemen tengah memiliki nilai yang cukup stabil. Tantangan muncul ketika ukuran matriks
bertambah karena pola perhitungan menghasilkan minor yang sangat kecil. Minor bernilai kecil meningkatkan
risiko pembagian yang memperkuat galat pembulatan. Fenomena tersebut menyebabkan beberapa nilai antara
mengalami pertumbuhan angka floating point yang berlebihan, sehingga akurasi akhir ikut terpengaruh. Walaupun
gejala ini muncul, hasil determinan Dodgson s tetap berada dalam tingkat kesalahan yang dapat diterima secara
numerik, sehingga metode ini masih relevan digunakan ketika akurasi tinggi tidak menjadi prioritas utama.

Metode Salihu memberikan karakter yang berbeda. Struktur algoritmanya lebih singkat dibandingkan dua
metode sebelumnya, sehingga kecepatan komputasi meningkat secara signifikan. Efisiensi kecepatan tersebut
menjadikannya metode paling ringan dari sisi jumlah operasi. Hasil perbandingan waktu eksekusi memperlihatkan
bahwa metode Salihu membutuhkan waktu paling singkat, terutama ketika diterapkan pada matriks besar.
Meskipun demikian, efisiensi tersebut tidak sepenuhnya disertai dengan ketelitian yang sama. Pola hasil pada
matriks Vandermonde menampilkan deviasi cukup besar, terutama ketika elemen yang memiliki kemiripan nilai
menyebabkan munculnya pembagian dengan selisih sangat kecil. Kondisi ini memperbesar risiko penyimpangan
akibat pembulatan, sehingga ketepatan nilai determinan menjadi lebih rendah dibandingkan dua metode lainnya.

Nilai determinan yang dihasilkan seluruh metode dibandingkan dengan nilai acuan standar yang diperoleh
melalui fungsi det () pada Python dan MATLAB. Hasil perbandingan menunjukkan bahwa metode CHIO
menghasilkan deviasi paling kecil, sedangkan metode Dodgson s berada di posisi tengah dengan galat moderat.
Metode Salihu menghasilkan galat terbesar, meskipun waktu komputasianya paling cepat. Data tersebut
menunjukkan bahwa stabilitas komputasi tidak selalu sejalan dengan efisiensi operasi, sehingga pemilihan metode
bergantung pada kebutuhan analisis.

Estimasi nilai eigen yang dihitung melalui Newton-Raphson menampilkan pola konvergensi yang bergantung
pada struktur polinomial karakteristik masing-masing matriks. Polinomial karakteristik pada matriks FLScirc,
(Factor L Structured Circulant) memiliki bentuk yang lebih halus sehingga nilai eigen dapat dicapai melalui iterasi
singkat. Newton-Raphson bergerak cepat menuju titik akar karena gradien fungsi tidak mengalami perubahan
ekstrem. Perilaku pola iterasi ini berbeda pada matriks Vandermonde. Polinomial karakteristiknya memiliki
perubahan gradien yang sangat cepat, sehingga pergeseran kecil pada nilai tebakan awal mampu menghasilkan
perbedaan besar pada nilai berikutnya. Iterasi membutuhkan lebih banyak langkah agar mencapai toleransi
kesalahan yang ditetapkan.

Hasil iterasi Newton-Raphson menunjukkan bahwa akurasi estimasi nilai eigen sangat dipengaruhi kualitas
determinan yang digunakan sebagai dasar penyusunan fungsi karakteristik. Nilai eigen yang dihitung
menggunakan determinan hasil CHIO paling mendekati nilai referensi dari fungsi eig () ,nilai eigen hasil
FLScirc, (Factor L Structured Circulant) memberikan penyimpangan sedang namun masih dapat diterima. Nilai
eigen dari metode Salihu memiliki penyimpangan terbesar, sejalan dengan pola ketidakkonsistenan
determinannya. Kondisi tersebut menegaskan bahwa kesalahan kecil pada tahap condensation dapat berkembang
menjadi deviasi yang signifikan ketika metode iteratif digunakan.
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Kecenderungan performa seluruh metode memperlihatkan bahwa metode CHIO menjadi pilihan yang paling
seimbang antara ketelitian, kestabilan, dan kemampuan menangani variasi struktur matriks. Metode Dodgson’s
tetap layak diterapkan ketika ukuran matriks tidak terlalu besar dan kebutuhan ketelitian tidak terlalu ketat.
Metode Salihu menempati posisi terbaik dari sisi kecepatan komputasi, namun tidak ideal untuk situasi yang
mengutamakan presisi tinggi. Hasil penelitian secara keseluruhan menunjukkan bahwa karakter struktur matriks,
sifat minor yang muncul, dan sensitivitas pembulatan sangat berpengaruh terhadap hasil akhir proses condensation
dan estimasi nilai eigen.

Temuan ini memberikan gambaran bahwa pendekatan condensation tidak hanya menjadi teknik reduksi
ukuran matriks, tetapi juga mencerminkan hubungan erat antara bentuk struktur matriks dan perilaku komputasi.
Pemilihan metode harus mempertimbangkan karakteristik matriks yang digunakan, kebutuhan akurasi, serta
toleransi terhadap ketidakstabilan numerik. Analisis yang dilakukan membuka peluang penggunaan metode
hybrid atau modifikasi komputasional lain yang dapat meningkatkan kestabilan reduksi tanpa mengorbankan
kecepatan operasi.

KESIMPULAN

Hasil penelitian menunjukkan bahwa setiap metode condensation memiliki karakter komputasi yang berbeda
ketika diterapkan pada matriks FLScirc, (Factor L Structured Circulant) dan Vandermonde. Metode CHIO
menjadi teknik paling stabil karena proses reduksinya tidak menghasilkan nilai antara yang ekstrem sehingga
ketelitian determinannya mendekati nilai acuan pada seluruh ukuran matriks. Metode Dodgson s masih mampu
memberikan ketepatan yang memadai meskipun sensitivitas pembulatan meningkat ketika ukuran matriks
bertambah. Metode Salihu menampilkan kinerja tercepat dari sisi jumlah operasi komputasi namun ketelitiannya
menurun signifikan ketika struktur matriks menimbulkan elemen minor yang sangat kecil. Perhitungan nilai eigen
melalui Newton-Raphson menunjukkan bahwa kualitas determinan sangat memengaruhi pola konvergensi iterasi.
Estimasi eigen yang berbasis pada hasil metode CHIO menghasilkan nilai paling dekat dengan referensi,
sedangkan hasil dari metode Salihu menunjukkan penyimpangan terbesar. Temuan ini menegaskan bahwa
efektivitas condensation tidak hanya ditentukan oleh efisiensi langkah komputasi, tetapi juga stabilitas numerik
yang mampu menjaga ketelitian sepanjang proses reduksi. Pemilihan metode yang paling sesuai bergantung pada
kebutuhan analisis, tingkat akurasi yang diharapkan, serta karakter struktur matriks yang digunakan.
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